
4 章

非線形計画

第 2章において，線形計画問題が最適解をもつ場合は，実行可能集合の端点，
つまり境界で最小値もしくは最大値をとることを学んだ．一方，1変数関数の場
合は，高等学校で学んだように，2次関数ならば頂点と境界での関数値を比較し
た．また，一般の関数の場合は微分して極大・極小を求め，極値と境界での関数
値を比較した．それでは，多変数関数を目的関数とするような非線形計画問題で
はどのように考えればよいだろうか．もし，制約条件がないのであれば，極大・
極小を求めることができれば最適解・最適値の候補となる．制約条件がある場合
には，境界で最適値をとる解を特徴づける必要がある．
そこで，まず，2変数関数の場合について考えてみる．線形数学では，行列の
応用として偏微分を使った最適性の必要条件と十分条件が説明されている (例え
ば，文献 [14]参照)．そこでは，各点における微分係数にあたる勾配ベクトルの
値とその変化を表すヘッセ行列の定値性が重要となっている．しかし，これは制
約条件のない非線形計画問題に対するものである．制約条件が与えられている
ときは，その実行可能集合を表す制約関数についての特徴づけも必要となってく
る．そして，それらの特徴づけは一般の多変数関数の場合でも同様である．

本章では，多変数の偏微分の基礎事項および制約条件のない非線形計画問題に
対する最適性条件の概要を述べ，不等式制約のある非線形計画問題に対する最
適性の必要条件について説明する．その際に，ラグランジュ乗数も紹介する．ま
た，等式制約のある非線形計画問題に対する最適性条件も本質は同じで，最適性
の 1次の必要条件はラグランジュ未定乗数法として知られている．なお，本書で
解説する不等式制約のある問題に対する最適性条件は 1次までとし，2次の最適
性条件については [5], [11], [16], [18]などを参照されたい．
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88 第 4章 非線形計画

4.1 多変数関数の微分
一辺の長さが xである正方形の面積を yとすると，y = x2 という関係式が成
立する．このとき，yは xの関数 (function)であるといい，y = f(x)で表す．中
学校や高等学校では，1次関数 f(x) = ax+ bや 2次関数 g(x) = ax2 + bx+ c を
学習している．
次に，正方形を長方形の場合にして考えてみる．例えば，各辺の長さが xと

y である長方形の面積を z とすると，z = xy という関係式が成り立ち，z は x

と y の関数であることがわかる．このような関数を 2変数関数といい，一般に
z = f(x, y)と表す．同様にして，z が x1, x2, · · · , xn の関数になっているとき
多変数関数といい，z = f(x1, x2, · · · , xn)と表す．例えば，2変数関数としての
1次関数や 2次関数は，

f(x, y) = c1x+ c2y + d, g(x, y) = a1x
2 + 2bxy + a2y

2 + c1x+ c2y + d

となるが，ベクトルの内積や行列の積を用いて次のようにも表せる．

f(x, y) =

(
c1

c2

)T(
x

y

)
+ d,

g(x, y) =

(
x

y

)T(
a1 b

b a2

)(
x

y

)
+

(
c1

c2

)T(
x

y

)
+ d

さらに，c =

(
c1

c2

)
, x =

(
x

y

)
, A =

(
a1 b

b a2

)
というように，ベクトルと行

列の記号を使って，次のように表すこともできる．
f(x) = cTx+ d, g(x) = xTAx+ cTx+ d

ここで，Aは対称行列 (AT = A)となっているが，a12 + a21 = 2bとなるような

行列 A =

(
a1 a12

a21 a2

)
を選んでも，g(x) = xTAx+ cTx+ d と表せる．

1次形式と 2次形式

対称行列 Aで表された x = (x, y)
T に関する 2次式 xTAx+ cTx+ d に

おいて，1次の項 cTxを 1次形式 (linear form)といったように，2次の項
xTAxを (xと yに関する) 2次形式 (quadratic form)という．
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なお，3x2 − 2xy + 3y2 のような展開された式も 2次形式という．

一般に，対称行列とは限らない n次の実行列 Qを使用して，(Rn で定義され
た実数値)多変数 2次関数 f を表すと次のようになる．

f(x) =
1

2
xTQx+ cTx+ d (4.1)

ここで，Qの第 i行，第 j列の成分を aij とし，実ベクトル c, xの第 i成分をそ
れぞれ ci, xi と表すと次のようになる．

f(x) =
1

2

n∑
i=1

xi

(
n∑

j=1

aijxj

)
+

n∑
i=1

cixi + d,

あるいは
f(x) =

1

2

n∑
i,j=1

xiaijxj +
n∑

i=1

cixi + d

2変数関数 f : R2 → Rにおいて，点 (x, y)が限りなく点 (a, b)に近づくとき，
どのような近づき方でも，f(x, y)の値が一定の実数 αに限りなく近づくならば，

「(x, y)→ (a, b)のとき f(x, y)→ α」 または lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = α

と書いて，「点 (x, y)が点 (a, b)に近づいたときの f(x, y)の極限 (極限値)は αで
ある」という．1変数のときと同じように，「点 (x, y)が点 (a, b)に近づいたとき
の f(x, y)の極限が f(a, b)である」とき，つまり，

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b)

となるとき，関数 f(x, y)は点 (a, b)において連続であるという (点 (x, y) = (a, b)

で連続ともいう)．また，すべての点で連続のとき，f は R2上で連続であるとい
い，f を連続関数という．なお，Rn上で定義される多変数実数値関数 f : Rn → R
に対しても 2変数関数の場合と同様に連続性が定義できる．

次に，2変数関数の微分について考えてみよう．点 (x, y) = (a, b)の近くで定
義される連続関数 z = f(x, y)を考える．

偏微分可能性・偏微分係数
(1) 関数 f が点 (x, y) = (a, b)で xに関して偏微分可能であるとは，

lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h
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が有限値として存在するときをいう．この極限値を

fx(a, b) または ∂

∂x
f(a, b)

と表し，(x, y) = (a, b)における (xに関する) f の偏微分係数という．
(2) 関数 f が点 (x, y) = (a, b)で yに関して偏微分可能であるとは，

lim
k→0

f(a, b+ k)− f(a, b)

k
　　

が有限値として存在するときをいう．この極限値を

fy(a, b) または ∂

∂y
f(a, b)　　

と表し，(x, y) = (a, b)における (yに関する) f の偏微分係数という．
(3) 偏微分係数を求めることを偏微分するという．もし，すべての点 (x, y)

で f が偏微分可能ならば，この (x, y)に対して fx(x, y) や fy(x, y)を
対応させるとそれぞれ (x, y)の関数となるので，fxを f の xに関する
偏導関数，fy を f の y に関する偏導関数という．つまり，次のよう
に書くときは，右辺の極限値が有限で存在することを意味している．

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
,

fy(x, y) = lim
k→0

f(x, y + k)− f(x, y)

k

ここで，「偏微分する」とは，特定の文字を変数と考え，それ以外の文字を定数 (変
数の係数)とみなして微分することをさす．例えば，xについて偏微分するとは，
x以外をただの定数とみなして xの式と考えて微分することである．このときは，
1変数の基本的な公式がすべて成り立つ．つまり，(f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)

(複号同順)のように項別に微分を行ってかまわないし，1変数で成立する公式は
使ってもよい．

◆演習 4.1. 次の関数を偏微分せよ．つまり，xに関する偏微分係数と y に関する偏微
分係数を求めよ．

(1) f(x, y) = xy (2) f(x, y) = x2 + y2

(3) f(x, y) = x3 − 3xy + y3 (4) f(x, y) = 5x2 − 6xy + 5y2 − 10x+ 6y 　　　　
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2階偏微分可能性・2次の偏導関数
(1) 関数 f が点 (x, y) = (a, b)で 2階偏微分可能であるとは，f の偏導関
数 fx と fy が再び偏微分可能であるときをいう．つまり，

(fx)x(a, b), (fx)y(a, b), (fy)x(a, b), (fy)y(a, b)

が存在する場合である．そこで，これらを点 (a, b)における f の 2階
偏微分係数といい，

fxx(a, b), fxy(a, b), fyx(a, b), fyy(a, b)

と表すことにする．また，fxと fyがすべての点 (x, y)で偏微分可能な
らば，fxx, fxy, fyx, fyy を f の 2次偏導関数 (2階偏導関数)という．

(2) 2次偏導関数 fxx, fxy, fyx, fyy は次のようにも表す．

fxx(x, y) =
∂2

∂x2
f(x, y), fxy(x, y) =

∂2

∂y∂x
f(x, y),

fyx(x, y) =
∂2

∂x∂y
f(x, y), fyy(x, y) =

∂2

∂y2
f(x, y)

◆演習 4.2. 次の関数の 2次偏導関数をすべて求めよ．
(1) f(x, y) = x2 + y2 　 (2) f(x, y) = x3 − 3xy + y3　　　　　　　　　　　　

ここまで 2変数関数についての偏微分について述べてきたが，Rn上で定義さ
れる多変数実数値関数 f : Rn → Rに対しても 2変数関数の場合と同様に偏微分
や 2階偏微分が定義できる．それらを 1次形式や 2次形式の形で表現すること
によって，関数の増減を調べることができる．

勾配ベクトルとヘッセ行列
多変数関数 z = f(x1, x2, · · · , xn) に対して，x = (x1, x2, · · · , xn) を用
いて z = f(x)と表す．このとき，関数 f が 2階偏微分可能であるならば，
f の勾配ベクトル (gradient vector)とヘッセ行列 (Hessian matrix)がそれ
ぞれ次のように定義できる．

∇f(x) =


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)

 ,　∇2f(x) =


∂2f
∂x2

1
(x) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(x) · · · ∂2f

∂x2
n
(x)


特に，f が 2階連続的微分可能ならばヘッセ行列は (実)対称行列となる．
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例えば，1次関数 f(x1, · · · , xn) = c1x1 + · · ·+ cnxn + dについては，
fx1

(x1, · · · , xn) = c1, · · · , fxn
(x1, x2, · · · , xn) = cn

であるので，c =
(
c1, · · · , cn

)T
, x =

(
x1, · · · , xn

)T
と表せば，∇f(x) = c と

なる．これは第 1章 (19ページ)ですでにみていて，1次関数のグラフは傾斜が
一定である平面であることを意味している．
◆演習 4.3. 次の関数の勾配ベクトルとヘッセ行列を求めよ．
(1) f(x, y) = x2 + xy + y3 　　 (2) f(x, y) = (x− y2 − 1)2 + (y − 1)2

また，1変数の微分可能な関数の微分係数がそのグラフの接線の傾きを表して
いた．それでは，2変数や多変数の関数のグラフの接線の傾きに対応するものは
何だろうか．

全微分可能 (微分可能)

f を Rn 上の実数値関数とする．f が x0 ∈ Rn で全微分可能 (単に，「微
分可能」ともいう) であるとは，あるベクトル a ∈ Rnが存在して，x0の近
くのすべての点 xに対して以下の式が成立するときをいう．1)

f(x) = f(x0) + aT(x− x0) + o(∥x− x0∥), lim
t→0

o(t)

t
= 0 (4.2)

この aを f の点 x0における微分といい，f ′(x0)またはDf(x0)と表す．f

が Rn のすべての点で全微分可能であるとき，f は Rn で全微分可能 (微分
可能)であるという．

定理 4.1

f を Rn 上の実数値関数とするとき，次が成立する．
(1) f が Rn で全微分可能ならば連続である．
(2) f が Rn で全微分可能ならば，x =

(
x1, · · · , xn

)T

の各 xk (k =

1, · · · , n) について f は偏微分可能であって，

f ′(x) =


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)

　　

1) ノルム ∥ · ∥ の定義については，18 ページをみよ．
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が成立する．すなわち，f ′(x) = ∇f(x)となる．

注意 4.1. 関数 f : Rn → Rが偏微分可能で，そのすべての偏導関数が連続であれば (こ
のとき，f が連続的偏微分可能という)，f は全微分可能であることが知られている．こ
のとき，(4.2)は次のように表せる．

f(x) = f(x0) +∇f(x0)
T(x− x0) + o(∥x− x0∥) ただし，lim

t→0

o(t)

t
= 0

よって，d ∈ Rn に対して x = x0 + λdを考えると，λが十分小さくなると xは x0 に近
づくため，f(x)− f(x0)の正負は ∇f(x)Tdの正負に左右されることがわかる．

4.1 節の問題
[ 1 ] (4.1)で与えられた n変数の 2次関数の勾配ベクトルとヘッセ行列を，行列 Q，ベ
クトル c, xを使って表せ．途中の式変形には，それぞれの成分を使用して変形の仕方が
わかるように示せ．

4.2 非線形計画問題の最適性条件

　　

図 4.1 f(x, y)の極大・極小

まず，「制約条件がない最適化問題」，つまり，
無制約最適化問題に対する最適性条件を考えてみ
る．目的関数や制約関数の変数 xの定義域が Rn

の場合を考え，それぞれ実数値関数とする．つま
り，目的関数を f : Rn → Rとする．

関数の極小と極大

多変数関数 y = f(x)が点 x = a0 の近く2)のすべての点 xに対して，
(1) f(x) ≧ f(a0)をみたす (関数のグラフが盆地になっている)とき，関
数 f(x)は点 a0 で極小値 (local minimum) をとる，または極小にな
る (minimal) という．

(2) f(x) ≦ f(a0)をみたす (関数のグラフが丘になっている)とき，関数
f(x)は点 a0 で極大値 (local maximum) をとる，または極大になる
(maximal) という．

極小値と極大値を総称して極値 (extremum, local optimum) という．ま
た，極値をとるときの点a0を局所的最適解 (local optimal solution)という．
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関数の最小と最大
多変数関数 y = f(x)が点 x = a0 の近くだけでなく，すべての点 xで
(1) f(x) ≧ f(a0)をみたすとき，関数 f(x)は点 a0で最小値 (global min-

imum)をとる，または最小になる (minimum)といい，
(2) f(x) ≦ f(a0)をみたすとき，関数 f(x)は点 a0で最大値 (global max-

imum)をとる，または最大になる (maximum)という．
最小値と最大値を総称して最適値 (optimal value, global optimum)とい
う．また，最適値をとるときの点a0を大域的最適解 (global optimal solution)

という．

ここで，微分可能性の定義の (4.2)より，容易に次の定理が証明できる．

定理 4.2

f : Rn → Rが x0 ∈ Rnにおいて全微分可能ならば，∇f(x0)
T
d < 0とな

る d ∈ Rn に対して，ある δ > 0が存在して，次が成立する．
0 < λ < δ となるすべての λに対して f(x0 + λd) < f(x0) (4.3)

　証明. f が全微分可能なので，注意 4.1により，(4.2)は
f(x0 + λd)− f(x0)

λ
= ∇f(x0)

T
d+

o(λ∥d∥)
λ∥d∥

∥d∥, ただし lim
t→0

o(t)

t
= 0

　となる．ここで，∇f(x0)
T
d < 0が仮定されているので，λを十分小さくすると，

右辺は負となる．よって，左辺も負であり，f(x0+λd) < f(x0)が成立する．

(4.3)をみたすような dを f の点 x0 における減少方向ベクトルという．
定理 4.2を利用して以下の最適性条件が導ける．

定理 4.3:最適性の 1次の必要条件
多変数関数 y = f(x)は，点 a0 の近くで連続的偏微分可能とする．f が
点 a0で極値をとるならば，∇f(a0) = 0 が成り立つ．これを最適性の 1次
の必要条件 (first order necessary condition) という．

2) “近く”とは，正確には，点 a0 のある開近傍 N(a0)が存在して，その要素 x ∈ N(a0)につ
いて考えるということである．
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　証明. f が点 a0 で極小値をとる場合のみ示す．∇f(a0) ̸= 0 と仮定すると，
d = −f(a0)ととることで，∇f(a0)

T
d < 0が成り立つ．よって，定理 4.2によ

り，a0のいくらでも近くに f(a0 + λd) < f(a0)となる点 a0 + λdが存在するこ
とになり，仮定に矛盾する．

次に，式 (4.2)にならって，関数 f の x0における 2次のテーラー展開を考え，
ヘッセ行列を使って f の 2階微分可能性を定義する．

f(x) = f(x0) +∇f(x0)
T
(x− x0)

+
1

2
(x− x0)

T∇2f(x0)(x− x0) + o(∥x− x0∥2) (4.4)

ただし， lim
t→0

o(t)

t
= 0

このとき，ヘッセ行列は対称行列となるので，その 2次形式について考えてみる．

2次形式の符号 (正値・負値・半正値・半負値)

x =
(
x1, · · · , xn

)T

についての 2次形式 xTAxまたは行列 Aは，零ベク
トルでないすべての xに対して，
(1) xTAx > 0のとき，正値 (positive definite) (または正定値)

(2) xTAx < 0のとき，負値 (negative definite) (または負定値)

(3) xTAx ≥ 0のとき，半正値 (positive semidefinite) (または半正定値)

(4) xTAx ≤ 0のとき，半負値 (negative semidefinite) (または半負定値)

であるという．

もちろん，正値ならば半正値でもあるし，負値ならば半負値でもある．特に，
2次の正方行列の場合には以下のような特徴づけができる．

定理 4.4

2次の正方行列 A =

(
a c

c b

)
に対して，その 2次形式の符号について

次が成立する．
(1) Aが正値であるための必要十分条件は，a > 0かつ ab−c2 > 0である．
(2) Aが負値であるための必要十分条件は，a < 0かつ ab−c2 > 0である．
(3) Aが半正値であるならば，a ≧ 0かつ ab− c2 ≧ 0である．
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(4) Aが半負値であるならば，a ≦ 0かつ ab− c2 ≧ 0である．

　証明. 任意の x =

(
x

y

)
̸=

(
0

0

)
に対して，行列 Aの 2次形式の符号を考え

てみる．

xTAx = (x y)

(
a c

c b

)(
x

y

)
= (x y)

(
ax+ cy

cx+ by

)

= ax2 + 2cxy + by2 (4.5)

=


a
(
x+ c

a y
)2

+
(
b− c2

a

)
y2 (a ̸= 0)

b
(
y + c

b x
)2 − c2

b x2 (a = 0かつ b ̸= 0)

2cxy (a = 0かつ b = 0)

(4.6)

となるので，同時に 0とならない，どのような xと yについても 2次形式 (4.5)が
正値となるためには，a > 0かつ b− c2

a > 0，つまり，ab− c2 > 0でなければな
らないことがすぐにわかる．同様に負値となるためには，a < 0かつ b− c2

a < 0，
つまり，ab− c2 > 0でなければならない．さらに，これらの逆が成立すること
も (4.6)から容易にわかる．
また，2次形式 (4.5)が半正値であるとすると，a = 0のときは (4.6)から b ≧ 0

かつ c = 0でなければならず，ab− c2 = 0となる．また，a > 0のときは 2次形
式 (4.5)を xの 2次式とみて，その判別式 Dについて D/4 = c2 − ab ≦ 0とな
ることから ab− c2 ≧ 0が得られる．(4.5)が半負値の場合も同様である．

注意 4.2. 上記の命題の (3), (4)の対偶を考えると次が成立する．
• a < 0または ab− c2 < 0ならば Aは半正値でない．
• a > 0または ab− c2 < 0ならば Aは半負値でない．

したがって，ab− c2 < 0ならば Aは半正値でも半負値でもない．

ここで，2変数関数の勾配ベクトルとヘッセ行列は次のようであった．

∇f(x, y) =

(
fx(x, y)

fy(x, y)

)
, ∇2f(x, y) =

(
fxx(x, y) fxy(x, y)

fyx(x, y) fyy(x, y)

)
　定理 4.4と注意 4.2により，2変数関数のヘッセ行列の定値性について偏微分
係数を計算することで確認することが可能となる．
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系 4.1:ヘッセ行列の定値性
2変数関数 z = f(x, y)に対して，点 (x, y) = (a, b)におけるヘッセ行列の
定値性について次が成立する．
(1) ∇2f(a, b)が正値であるための必要十分条件は，

fxx(a, b) > 0かつ fxx(a, b)fyy(a, b)− fxy(a, b)fyx(a, b) > 0 である．
(2) ∇2f(a, b)が負値であるための必要十分条件は，

fxx(a, b) < 0かつ fxx(a, b)fyy(a, b)− fxy(a, b)fyx(a, b) > 0 である．
(3) ∇2f(a, b)が半正値ならば

fxx(a, b) ≧ 0かつ fxx(a, b)fyy(a, b)− fxy(a, b)fyx(a, b) ≧ 0 である．
(4) ∇2f(a, b)が半負値ならば

fxx(a, b) ≦ 0かつ fxx(a, b)fyy(a, b)− fxy(a, b)fyx(a, b) ≧ 0 である．
(5) fxx(a, b)fyy(a, b)− fxy(a, b)fyx(a, b) < 0 ならば，∇2f(a, b)は半正値
でも半負値でもない．

さて，多変数関数 f : Rn → Rに対して，f が 2階連続的偏微分可能であれば，
(4.4)から 2次の最適性条件を導ける．

定理 4.5:最適性の 2次の必要条件
多変数関数 y = f(x)は，点 a0 の近くで 2階連続的偏微分可能とする．
(1) f が点 a0 で極小ならば，∇f(a0) = 0 かつ∇2f(x) が半正値となる．
(2) f が点 a0 で極大ならば，∇f(a0) = 0 かつ∇2f(x) が半負値となる．
これらを最適性の 2 次の必要条件 (second order necessary condition) と
いう．

定理 4.6:最適性の 2次の十分条件
多変数関数 y = f(x)は，点 a0 の近くで 2階連続的偏微分可能とする．
(1) ∇f(a0) = 0 かつ∇2f(x) が正値ならば，f は点 a0 で極小値をとる．
(2) ∇f(a0) = 0 かつ∇2f(x) が負値ならば，f は点 a0 で極大値をとる．
これらを最適性の 2 次の十分条件 (second order sufficient condition) と
いう．
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これらの最適性条件を利用して，多変数関数の極値の判定ができる．
◯例 4.1. 2変数実数値関数 f(x, y) = x2+ y2は常に非負の値をとり，x = y = 0

のときのみ最小値 0となる．よって，極小値も 0である．このとき，それぞれの
偏微分係数の値を計算すると

∇f(x, y) =

(
fx(x, y)

fy(x, y)

)
=

(
2x

2y

)
, ∇f(0, 0) =

(
fx(0, 0)

fy(0, 0)

)
=

(
0

0

)
,

∇2f(x, y) =

(
fxx(x, y) fxy(x, y)

fyx(x, y) fyy(x, y)

)
=

(
2 0

0 2

)
, ∇2f(0, 0) =

(
2 0

0 2

)
となり，fxx(0, 0) = 2 > 0かつ fxx(0, 0)fyy(0, 0)− fxy(0, 0)fyx(0, 0) = 4 > 0 が
成立している．したがって，∇f(0, 0) = 0で∇2f(0, 0)が正値なので，最適性の
2次の十分条件より，『関数 f は点 (x, y) = (0, 0)で極小値をとる』ことがわかる
が，これは最初に述べたことに合致している． 2

◯例 4.2. 2変数実数値関数 f(x, y) = xyは xと yが同じ符号の場合は常に正の
値をとるが，異なる符号の場合は常に負の値をとる．よって，関数 f について，
(x, y) = (0, 0)のいくらでも近いところに関数の値が負の場合と正の場合が起こ
りうることになり，点 (x, y) = (0, 0)では f は極値をとらないことがわかる．こ
のとき，関数 f の勾配ベクトルは

∇f(x, y) =

(
fx(x, y)

fy(x, y)

)
=

(
y

x

)
となるので，∇f(x, y) = 0を解くと極値の候補は (x, y) = (0, 0)となる．また，
(x, y) = (0, 0)におけるヘッセ行列は次のように計算される．

∇2f(x, y) =

(
fxx(x, y) fxy(x, y)

fyx(x, y) fyy(x, y)

)
=

(
0 1

1 0

)
, ∇2f(0, 0) =

(
0 1

1 0

)
したがって，ヘッセ行列に関する最適性の 2次の必要条件について考えてみる
と，fxx(0, 0)fyy(0, 0)− fxy(0, 0)fyx(0, 0) = −1 < 0 となるので，系 4.1の (5)に
より，∇2f(0, 0)は半正値でも半負値でもない．したがって，最適性の 2次の必
要条件の対偶により『関数 f が点 (x, y) = (0, 0)において極値をとらない』こと
がわかるが，これは最初に述べたことに合致している． 2

さて次に，「制約条件のある場合の非線形計画問題」を考えてみよう．

(NLP)3)

{
Min f(x)

s.t. g1(x) ≦ 0, g2(x) ≦ 0, · · · , gm(x) ≦ 0
(4.7)
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ここで，f : Rn → R, gi : Rn → R (i = 1, · · · ,m)は 2階連続的偏微分可能な実
数値関数とする．また，

I(x0) = {i | gi(x0) = 0, 1 ≦ i ≦ m}

を点x0においてアクティブな制約条件式の番号の集合とする．つまり，アクティ
ブな制約4)とは，x0 が制約集合の境界となっている場合 (x0 において，その制
約式が等号で成立している)を表していて，x0から移動する方向によっては，制
約条件をみたさなくなることを意味している．このとき，定理 4.2の (4.3)を利
用して次の結果が成立する．

定理 4.7

f : Rn → R と gi : Rn → R (i ∈ I(x0)) が x0 で連続的偏微分可能とし，
また，残りの gj (j ̸∈ I(x0))が x0で連続であるとする．このとき，x0が問
題 (NLP)の局所的最適解ならば，

∇f(x0)
T
d < 0, ∇gi(x0)

T
d < 0 (i ∈ I(x0)) (4.8)

が同時に成り立つベクトル d ∈ Rn は存在しない．

よって，定理 4.7の結果にゴルダンの二者択一定理 (定理 3.6)を利用すると，
次の 1次の最適性の必要条件が得られる．

定理 4.8:フリッツ–ジョンの条件
f : Rn → R と gi : Rn → R (i ∈ I(x0)) が x0 で連続的偏微分可能とし，
また，残りの gj (j ̸∈ I(x0))がx0で連続であるとする．このとき，x0が問題
(NLP)の局所的最適解ならば，すべてが 0ではない実数 u0, ui (i ∈ I(x0))

が存在して，以下の条件が成立する．
u0∇f(x0) +

∑
i∈I(x0)

ui∇gi(x0) = 0, (4.9)

u0 ≧ 0, ui ≧ 0 (i ∈ I(x0)) (4.10)

　これを問題 (NLP)に対するフリッツ–ジョン (Fritz John)の最適性必要条
件という．

3) (NLP) は “NonLinear programming Problem” の頭文字である．
4) 有効制約ともいう．
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　証明. ∇f(x0)を 1列目におき，2列目から i ∈ I(x0)について順番に∇gi(x0)

を並べた行列 Aを考えると，定理 4.7の結果から ATd < 0をみたす d ∈ Rn が
存在しないことになる．ここで，ゴルダンの二者択一定理を利用すれば，定理の
結果が得られる．
注意 4.3. x0 でアクティブでない制約式 gj (j ̸∈ I(x0)) に対応する係数を uj = 0 とす
れば，uj∇gj(x0) = 0とすることができる．そこで，u =

(
u1, · · · ,m

)T

とおくと，フ
リッツ–ジョンの最適性必要条件は以下のようにも表すことができる．

u0∇f(x0) +
m∑
i=1

ui∇gi(x0) = 0, (4.11)

(u0,u) ̸= 0, (u0,u) ≥ 0,

ujgj(x0) = 0 (j = 1, · · · ,m) (4.12)

　この (4.12)を相補性条件 (complementarity condition)という．

さらに条件を追加すると，次の定理も成立する．

定理 4.9:カルーシュ・クーン・タッカー条件
上記の定理と同じ仮定のもとで，x0 が問題 (NLP)の局所的最適解なら
ば，{∇gi(x0)| i ∈ I(x0)} が 1次独立であるとき，実数 ui (i ∈ I(x0))が存
在して，以下の条件が成立する．

∇f(x0) +
∑

i∈I(x0)

ui∇gi(x0) = 0, (4.13)

ui ≧ 0 (i ∈ I(x0)) (4.14)

　これを問題 (NLP)に対するカルーシュ・クーン・タッカー (Karush–Kuhn–

Tucker)の最適性必要条件という．

　証明. 定理 4.8の結果に 1次独立制約想定を利用する．
注意 4.4. 上記の「{∇gi(x0)| i ∈ I(x0)} が 1次独立」を 1次独立制約想定 (constraint

qualification)という．本書では，これを単に「I(x0)が 1次独立制約想定をみたす」と
いうことにする．また，カルーシュ・クーン・タッカーの最適性必要条件における目的関
数と制約関数の勾配ベクトルの関係式 (4.13)と (4.14)は

−∇f(x0) =
∑

i∈I(x0)

ui∇gi(x0),　　 ui ≧ 0 (i ∈ I(x0)) (4.15)

と変形できるので，x0 での目的関数の勾配ベクトルの (−1)倍が制約関数の勾配ベクト
ルの非負 1次結合で表されていることを示している．よって，第 2章の線形計画問題の
実行可能集合の解釈で考えたように，(2.12)と同じ形で表すことができる．
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−∇f(x0) ∈ cc{∇gi(x0)| i ∈ I(x0)} (4.16)

注意 4.5. (4.9), (4.11), (4.13) において，関数の係数として使用されている ui をラグ
ランジュ乗数 (Lagrangian multiplier)といい，それらを成分とするベクトルをラグラン
ジュ乗数ベクトルという．(4.13)と (4.14)の場合も相補性条件 (4.12)を仮定することで
次のように表せる．

∇f(x0) +
m∑
i=1

ui∇gi(x0) = 0, (4.17)

uj ≧ 0, ujgj(x0) = 0 (j = 1, · · · ,m) (4.18)

　このとき，g(x) =
(
g1(x), · · · , gm(x)

)T
とすると，(4.17) の左辺は x と u =(

u1, · · · ,m
)T
の関数

L(x,u) = f(x) + uTg(x)

の勾配ベクトルとなっていることがわかる．この L : Rn ×Rm → R をラグランジュ関数
(Lagrangian function)という．一般に，等式制約をもつ最適化問題 (非線形計画問題)の
解を求めるためにラグランジュ関数を考えて (4.17)をみたすラグランジュ乗数ベクトル
uを求めることによって解 x0 を求める方法をラグランジュ未定乗数法という．そのとき
は，u ≥ 0である必要はない．

ここまで，不等式制約のある非線形計画問題に対する最適性の必要条件を考え
てきたが，不等式制約と等式制約が混在した問題に対する最適性条件については
もう少し議論が必要である．また，制約のある問題に対する最適性の十分条件に
ついては，実行可能集合やヘッセ行列に関する特徴づけが必要となる．そのため
には，いろいろな数学的な準備が必要となるので，等式制約が含まれた非線形計
画問題に対する最適性条件や 2次の最適性条件，および制約想定については [1],

[5], [11]などを参照されたい．

◯例 4.3. 非線形計画問題

(NLP)


Min f(x)

s.t. g1(x) ≦ 0

g2(x) ≦ 0

g3(x) ≦ 0

の制約関数の等高線が図 4.2のようになっていて，実行可能領域を S として，2

点 x0 と x1 を選んでみる．このとき，どちらも実行可能解であり，それぞれの
アクティブな制約式については，I(x0) = {1, 2}, I(x1) = {2, 3}となっている．
また，目的関数の等高線が図 4.3のようになっているとき，x0 は (NLP)の局
所的最適解であるが，x1は局所的最適解でない．実際，I(x0)と I(x1)のどちら
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も 1次独立制約想定をみたしている．しかし，微分可能な場合は各点の勾配ベク
トルがその点を通る等高線の接線に垂直になっていることに注意すると，x0 で
は (4.13)と (4.14)をみたしていて，(4.16)が成立しているが，x1では成立して
いないことが容易にわかる． 2

図 4.2 (NLP)の実行可能領域
図 4.3 目的関数とアクティブな制約関数
の勾配ベクトル

◯例 4.4. (4.16)の状況を確認するために，具体的な非線形計画問題を考えよう．

(NLP)


Min x2 − y

s.t. x2 − 2x+ y − 1 ≦ 0

x+ y − 1 ≦ 0

−y ≦ 0

(4.19)

図 4.4 例 4.4における (4.19)の実行可
能領域

問題 (NLP) の目的関数を f(x, y) =

x2 − yとおき，制約関数を
g1(x, y) = x2 − 2x+ y − 1,

g2(x, y) = x+ y − 1, g3(x, y) = −y

　とすると，(NLP)は (4.7)の形となって
いる．また，それぞれの関数は R2で定義
された実数値関数で微分可能である．それ
らの勾配ベクトルを求めてみると

　　　∇f(x, y) =
(

2x

−1

)
,

∇g1(x, y) =

(
2x− 2

1

)
, ∇g2(x, y) =

(
1

1

)
, ∇g3(x, y) =

(
0

−1

)
　　　

となる．また，xy平面にそれぞれの等高線を描き，実行可能領域を図示すると
図 4.4のようになる．
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ここで，x0 = (x, y) = (0, 1) と x1 = (x, y) = (1, 0) において I(x0) =

{1, 2}, I(x1) = {2, 3}となり，I(x0)と I(x1)のどちらも 1次独立制約想定をみ
たしている．また，

∇f(0, 1) =

(
0

−1

)
, ∇g1(0, 1) =

(
−2
1

)
, ∇g2(0, 1) =

(
1

1

)
,

∇f(1, 0) =

(
2

−1

)
, ∇g2(1, 0) =

(
1

1

)
, ∇g3(1, 0) =

(
0

−1

)
　となるので，x0 = (0, 1)では，u1 = 1

3 , u2 = 2
3 で (4.13)と (4.14)をみたして

いる．一方，x1 = (1, 0)においては，(4.13)を u1, u2について解くと，u1 = −2,
u2 = −3となり，(4.14)をみたしていない．実際，x0 = (0, 1)は最適解となり，
x1 = (1, 0)は最適解にならない． 2

4.2 節の問題
[ 1 ] 次の非線形計画問題の最適解と最適値を求めよ．

(NLP)


Min (x− 1)2 + (y − 2)2

s.t. 2x2 − y ≦ 0
− x2 + y − 1 ≦ 0
x ≦ 0

　
章 末 問 題

[ 1 ] 2変数実数値関数 f(x, y) = x3 − 3xy + y3 の極値を調べよ．ただし，最適性条件
のどれを利用して候補を絞り込んでいったかがわかるように述べよ．

[ 2 ] 2変数実数値関数 f(x, y) = 5x2 − 6xy+5y2 − 10x+6yの極値を調べよ．ただし，
最適性条件のどれを利用して候補を絞り込んでいったかがわかるように述べよ．
[ 3 ] 次の非線形計画問題について，以下の各問いに答えよ．

(NLP)


Min (x+ 1)2 + (y + 2)2

s.t. − x2 + y ≦ 0

2x2 − y ≦ 1

x ≧ 0

(1) 問題 (NLP)の実行可能領域を xy 平面に描き，最適解と最適値を求めよ．
(2) (1)で求めた最適解において，1次独立制約想定とカルーシュ・クーン・タッカー
の最適性必要条件が成立していることを示せ．

(3) 最適解でない実行可能解を 1つ取り上げ，カルーシュ・クーン・タッカーの最適性
必要条件が成り立っていないことを示せ．


